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4. Stergerea unui arbore binar
Recapitulare

* pentru stergerea unui arbore binar este
necesara parcurgerea lui si stergerea
flecarui nod al arborelui respectiv.

 se apeleaza functia elibnod.

» arborele se parcurge in postordine



Stergerea unui arbore binar in
postordine

void sterge _arb(NOD *p)
{

sterge_arb (p -> st);
sterge_arb (p -> dr);
elibnod(p);

J



Observatii:

_

* Functia sterge_arb nu atribuie valoarea
zero variabilei globale prad.

» Aceasta atribuire se va face obligatoriu
imediat dupa ce se apeleaza functia
sterge arb



* Arbore binar degenerat — daca
si numal daca toti subarborii lul
sunt de acelasi fel (adica sunt
numai stangi, sau numai drepti).



5. Stergerea unui nod precizat
printr-o cheie

» Cheia dupa care se face cautarea este unica si se
gaseste in fiecare nod:
typedef struct nod
{
declaratii ;
tip chele;
struct nod *st;
struct nod *dr;
} NOD;
unde tipul cheii poate fi char, int, float sau double.

« Se pot sterge doar noduri care sunt frunza!

« Stergerea unui nod care nu este frunza implica operatii
suplimentare complicate pentru refacerea arborelui. 6



void cauta_sterge(NOD *p, intc) /*cheia este de tip int*/

if (p!=0)
{
f((p->st==p->dr)&& (p->st==0) && ( p -> cheie = = ¢))
{
elibnod (p);
return;
}

cauta_sterge(p -> st, ¢);

cauta_sterge(p -> dr, c);

}

Observatie: aceasta operatie de cautare si stergere se face in preordine. ,




Observatie:

 La o analiza atenta, functiei anterioare
1l lipseste ceva: dupa ce o un nod
frunza identificat a fost sters, tatal sau
ar trebui sa aiba pointerul recursiv zero
catre directia proaspat stearsa!

» Cum rezolvati aceasta problema®



Precizare

» In anumite aplicatii sunt necesari arbori mai aplatizati,
de inaltime mica, dar cu numar mare de noduri.

- In aceste cazuri se pot inlocui arborii binari cu unii
care sa permita fiecarui nod un numar mai mare de
descendenti directi.

* Procedura este relativ simpla, iar in loc de cei doi
pointeri recursivi (catre subarborele stang si catre cel
drept), se utilizeaza un vector de pointeri recursivi (cu
o anumita lungime maxima) care permite tipului de
structura, utilizata pentru definirea nodurilor, un numar
arbitrar de mare de descendenti directi. 5



Arbori binari degenerati
Recapitulare

« sunt arbori binari cu n varfuri dispuse pe n
niveluri.

10



Adancimea si inaltimea unui

arbore
1 Adancimea 1 Adancimea &
0 Fy 0
3 1 h=2 - 3 1
56 6 2 ¥ 48 56 6 2

* Vom nota inaltimea unui arbore binar
cuhsaucul "



Adancimea si inaltimea
Recapitulare

« Adancimea unui nod este numarul de muchii de la
nod la nodul radacina al arborelui. Un nod radacina
va avea adancimea 0.

» Inaltimea unui nod este numarul de margini pe cea
mai lunga cale de la nod la frunza. Cel mai jos nod
frunza va avea inaltimea O.

* Pentru un arbore binar, inaltimea si adancimea sa

(din punct de vedere global) masoara acelasi lucru.
12



Arbori binari speciali

P: Un arbore binar de inaltime i are
maximum 2*1-1 varfuri (sau noduri)

Observatie:

Orice nivel de adancime k are maximum 2% noduri 13






Demonstratie prin inductie:

« Se observa foarte usor ca propozitia anterioara
este valabila pentrui =0, 1, 2 ...

« Daca pentru inaltimea i avem 2*1-1 noduri
atunci pentru inaltimea i+1 avem 2*2-1 noduri

Ne bazam pe faptul ca orice nivel de
adancime k are maximum 2% noduri.

Se observa usor ca pentru inaltimea i+1 avem:
Nr_de noduri=2"*1-1+2* =2*1(1 +1) -1 =
2*1.2 -1 = 2*2.1 noduri

15



Arborele binar plin
Recapitulare

Arborele binar plin este arborele care are numarul
maxim de varfuri (2*1-1) pentru o Tnaltime i data.

De exemplu, arborele binar plin cu inal{imea 2 se

prezint
1
AR 1
4 Seb a7

16



Observatii:

 Varfurile unui arbore binar plin se numeroteaza in
ordinea adancimii.

* Pentru aceeasi adancime, numerotarea se face in
arbore de la stanga la dreapta.

1

17






Arborele binar complet
Recapitulare

Un arbore binar cu n varfuri si de inaltime | este
complet daca se obtine din arborele binar plin
de inaltime I, prin eliminarea varfurilor
numerotate cu n+1, n+2, ... pana la 2'*-1.

1

2 %3



Observatie :

* Un arbore binar complet se poate
reprezenta secvential folosind un
tablou T, punand varfurile de adancime
kK, de la stanga la dreapta, in pozitiile:
T[2X], T[2Kk+1], ..., T[2Kk*1-1], cu exceptia
nivelului final care poate fi incomplet.

20



2

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

21



T14] T3]

* Atentie: acesta este un tablou generic care incepe cu T [1]
sinucu T [O].

» Se pot opera modificarile necesare atunci cand se scrie

A 22
codul in C.



Observatii:

T[1]

o Tatal unui varf
reprezentat in
T[i], 1>1, se afla

in T[i div 2] . Xial

* Fiii unui varf
reprezentat in
T[i], se afla (daca
exista) in T[2:i] si
T[2i + 1] . 23




2

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
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Definim:
X |=max{n|n<x,neZ}

|_X_|:min{n\n2 X,nel’l



Proprietati:

1. x—=l<|x]<x<|x]<x+1
2. |S}[3ln wnez

o (AT = LAk e
R

VXeR;




Inaltimea unui arbore binar
complet

* Vom arata ca inaltimea unui arbore
complet cu n varfuri este:

1 =|log, n

27



Demonstratie

—

* Fie:
— n —numarul de varfuri;
— I —T1naltimea arborelui.
« Stim ca:
— N = 2"*"-1 (cand arborele binar este plin)
— N, =2 (cand pe ultimul nivel avem un singur nod)

e Rezulta ca:

I=log, Ny, = 1= \_logz nminJ 1)



Deoarece functia logaritmica este crescatoare
avem:

log, N |= \_1()g2(2i+1 — 1)J< \_log2 2”1J: | +1
Asadar:

log,n_|<i+l (2
Din (1) si (2) rezulta ca:

i — \_logz nminJ < \_lng nmaXJ < I T 1

=> | = \_1()g2 nJ

29



Arborele HEAP

Recapitulare

Un heap este un arbore “binar”
complet care are proprietarea ca
valoarea fiecarui varf este mai
mare sau egala cu valoarea
fiecarui fiu al sau.

Observatie: orice heap poate fi
reprezentat printr-un vector (tablou

unidimensional)

30
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Exemplu:

Acest heap poate fi reprezentat prin urmatorul tablou:

10 7 9 4 7 5 2 2 1 6

T[] T[2] TB] T4 T[5] T[6] T[7] T8 T[9] T[10]
32




Observatii:

_

» Intr-un heap se pot opera modificari la
nivel de nod (schimbarea valorii nodulul
curent).

» Astfel valoarea unui nod poate creste
sau poate fi micsorata anuland ordinea
initiala de heap.

» Ordinea de heap poate fi restabilita
simplu prin intermediul a doua operatiuni
numite de cernere si de filtrare.

33



Filtrarea in heap

Daca valoarea unui varf creste astfel incat
depaseste valoarea tatalui, este suficient
sa se schimbe intre ele aceste doua valori
sl sa se continue procesul in mod
ascendent, pana cand proprietatea de
heap va fi restabillita.

Se spune ca valoarea modificata a fost
filtrata (percolated) catre noua sa pozitie.

34



Cernerea in heap

Daca valoarea unui varf scade astfel incat
devine mai mica decat valoarea fiului mai
mare, este suficient sa schimbam intre ele
aceste doua valori, procesul continuand in
mod descendent, pana cand proprietatea de
heap va fi restabillita.

Se spune ca valoarea modificata a fost
cernuta (sift down) catre noua sa pozitie.

35



Nota:

» In continuare, marea majoritate a
functiilor vor fi scrise in varianta
pseudocod

36



Pseudocodul functiei de cernere

void cerne (T[1...n], i)

{intk, x, J;

K<«i;

do {
j<k;

if (2j < n) A (T[2j] > T[K])) then k « 2j;

if (2j+1 < n) A (T[2j+1] > TIK])) then k « 2j+1;
X < T[I;

T[] « TIK];

T[k] « x

} while (j = k)

37



Pseudocodul functiei de filtrare

void filtreaza (T[1...n], i)
{intk, j, x;
K<«i;
do {
j<k;
if (j>1)A(T[]jdiv2] <T[Kk])) then k < j div 2;
x < T[]];
T[]« TIK];
T[k] < x
} while (j = k)

38



Restabilirea proprietatii de heap

Consideram T[1..n] ca fiind un heap. Fie i,
1<i=n. Lui T[i] i se atribuie valoarea v si
apol restabilim proprietatea de heap.

void restab_heap (T[1..n], i, V)
{ variab. loc. Xx;

X <« TIi];

T[i] < v;

If v<x then cerne(T, i);

else filtreaza(T,i);
39



Heap-ul este un modelul util pentru:

* Determinarea si extragerea maximului
dintr-o multime.

 Inserarea unui nou vartf.

* Modificarea valorii unui varf (cu
restab heap).

40



Operatiile anterioare pot fi folosite pentru
a implementa o lista dinamica de prioritati:

» Valoarea unui varf va da prioritatea
elementului corespunzator.

* Evenimentul cu probabilitatea cea mai mare
se va afla mereu la radacina heap-ului.

* Prioritatea unui eveniment poate fi modificata
in mod dinamic.

Acestea sunt cateva principii care stau la
baza programelor de baze de date. 41



Exemple de functii utile:

1) Functia pentru gasirea unui maxim:
gaseste _maxim (T[1..n])
{ return T[1];

}

2) Functia pentru extragerea unui maxim (si stergerea sa):
extr_max (T[1..n])
{ var loc x;

X « T[1];

T[1] < T[n];

cerne (T[1..n-1], 1);

return Xx;

}

42



3) Functia de inserare a unui element nou in heap:

insert (T[1..n], v)
{
T[n+1] < v;

filtreaza (T[1..n+1], n+1);

43



Observatie: in limbajul C nu este luata
In consideratie valoarea maxima a
numarului de elemente ale unui tablou,
folosit ca parametru de functie, astfel
incat, de exemplu, pentru functia de
cernere, filtrare, etc., va trebui sa finem
seama de un parametru suplimentar.

Ex.: cerne (T[], n, i)

unde n indica indicele ultimului element
folosit ('de fapt numerotarea ar trebui
sa inceapa de la 0).

44



Cum putem forma un heap pornind
de la un vector neordonat T[1..n] ?
+ O solutie mai putin eficienta este aceea de

a porni de la un heap virtual vid si adaugam
elementele unul cate unul.

slow_make heap(T[1..n])

{
for (i=2; i < n; i++)
filtreaza (T[1..1], 1);

45



Exista un algoritm mai eficient care lucreaza liniar
(din punct de vedere al ordinului/eficientei):

make heap(T[1..n])
{

for(i=ndiv2;iz1;i--)
cerne (T[], 1);

46



Exemplu:

* Pornind de la vectorul urmator (care nu

este un heap):

1

6

9

2

7

S

2

7

4

10

T[]

T[2]

T[3]

T[4]

T[5]

T[6]

T[7]

T[8]

T[9]

T[10]

Printr-o succesiune de cativa pasi se ajunge la:

10

7

9

4

7

S

2

2

1

6

T[1]

T[2]

T[3]

T[4]

T[5]

T[6]

T[7]

T[8]

T[9]

T[10]

47




Exista variante

* Def.: Un min-heap este un heap inversat
(valoarea fiecarui varf este mai mica sau egala
cu valoarea fiecarui fiu al sau).

Observatii:
- Radacina min-heap-ului va contine cel mai
mic element al vectorului.

- Se modifica in mod corespunzator si celelalte
proceduri de manipulare a heap-ului.

48



Atentie!

* Heap-ul este o structura de date
foarte atractiva, dar are si limitari.

 Exista operatii care nu pot fi efectuate
eficient intr-un heap.

49



Dezavantajele unui heap:

* Necesitatea ca arborele sa fie complet.

» (GGasirea unui varf, cu o anumita valoare
data, este ineficienta (pentru ca pot exista
mai multe varfuri cu aceeasi valoare
plasate pe diferite ramuri si nivele din
heap).

50



* O extensie a conceptului de heap este
posibila pentru arbori completi si ordonati a
caror noduri neterminale au mai mult de
doi fil.

» O astfel de structura accelereaza
procedura de filtrare.

51



Principala aplicatie:
O noua tehnica de sortare
(heapsort)

* Notiunea de heap a fost introdusa si
folosita in anii 60 de Robert W. Floyd
si J. W. J. Williams pentru crearea

unui algoritm de sortare numit
heapsort.

52



heapsort (T[1..n])
{
make heap(T);
for(i=n;1>2;1--)
{
T[1] < TIil;
cerne (T[1..i-1], 1)
}

53
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Alti algoritmi de sortare

* Insertie
» Selectie

* Merge sort

* Quicksort

e efc.

55



Metode de sortare

* Prin metode de sortare se intelege o varietate
de tehnici in urma carora sunt ordonate, dupa
anumite criterii specificate, diferite secvente de
obiecte (date) care prezinta o trasatura comuna.
In acest scop consideram ca datele sunt o
colectie de elemente de un anumit tip si fiecare
element contine o data sau chiar mai multe, in
raport cu care se realizeaza ordonarea. O astfel
de data se numeste cheie.

56



Pentru limbajul de programare C, un algoritm
de sortare se poate realiza prin una din
urmatoarele metode:

1. Aranjand datele care se sorteaza in asa fel
incat cheile lor sa corespunda ordinii dorite.

2. Ordonand un tablou de pointeri spre datele
care trebuiesc sortate in asa fel incat
considerandu-i pe acestia in ordinea
crescatoare a indicilor tabloului, datele spre
care pointeaza sa formeze o mul{ime ordonata
in acord cu ordinea dorita.

57



Observatie:

» In continuare ne vom restrange
aria de lucru la sortarea
tablourilor unidimensionale
(vectori) cu date numerice.
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