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Arbori

Recapitulare
» Definitia 1:

Arborele este un graf orientat,
aciclic si simplu conex.

» Definitia 2:
Un arbore este un ansamblu

de strqcturi_ d_e dat_e de natura
recursiva si dinamica. :



* Definitia 3:
Prin arbore intelegem o multime finita si nevida
de elemente numite noduri:

ARB ={A1,A2, A3, ..., An}, unden>0,
care are urmatoarele proprietati:

- Exista un nod si numai unul care se numeste
radacina arborelui.

- Celelalte noduri formeaza submultimi disjuncte ale
lui ARB, care formeaza fiecare cate un arbore.
Arborii respectivi se numesc subarbori ai radacinii.
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Nodurile unui arbore
Recapitulare

» Intr-un arbore existd noduri carora nu le
mai corespund subarbori. Un astfel de nod
se numeste terminal sau frunza.

» In legatura cu arborii s-a stabilit un limbaj
conform caruia un nod radacina se spune
ca este un nod tata, iar subarborii
radacinii sunt descendentii acestuia.

* Radacinile descendentilor unui nod tata
sunt fiii lui.



Relatia de ordine
Recapitulare

« Daca exista o relatie de ordine intre
subarborii oricarui nod al arborelui atunci
arborele este ordonat.

* Pentru un nod al unui arbore ordonat se
noteaza radacina primului subarbore ca
fiind fiul cel mai in varsta, iar radacina
ultimului subarbore drept fiul cel mai tanar.



Arbori binari
Recapitulare

Un arbore binar este o
mul{ime finita de elemente care
sau este vida, sau contine un
element numit radacina, iar
celelalte elemente (daca exista)
se impart in doua submultimi
disjuncte, care fiecare la randul
el, este un arbore binar.



Particularitati
Recapitulare

* Un arbore binar nu se defineste ca un caz
particular de arbore ordonat. Astfel, un
arbore nu este niciodata vid, spre
deosebire de un arbore binar care poate fi
sl vid.

* Orice arbore ordonat poate fi intotdeauna
reprezentat printr-un arbore binar.



Modalitatea de transformare a unui
arbore ordonat intr-un arbore binar

1.

(Recapitulare)

Se leaga intre ei fratii descendenti ai
aceluiasi nod tata si se suprima legaturile
lor cu nodul tata, cu exceptia primului fiu.
Fostul prim fiu devine fiul stang al
nodului tata, iar ceilalti fosti frati
formeaza, in mod consecutiv, subarbori
drepti. Fiecare dintre fostii frati devine
descendent drept (fiu drept) al fostului
frate mai mare.



Utilizarea structurilor pentru
realizarea unui arbore binar

Nodul unui arbore binar poate fi reprezentat ca o
data structurala de tipul NOD care se defineste in felul
urmator:

typedef struct nod

{
declaratii ;
struct nod *st;
struct nod *dr;
} NOD;
unde:

st - este pointerul spre fiul stang al nodului curent;
dr - este pointerul spre fiul drept al aceluiasi nod.



Asupra arborilor binari se pot defini
mai multe operatii:

1. Iinserarea unui nod frunza intr-un arbore
binar:;

2. accesul la un nod al unui arbore;
3. parcurgerea unui arbore;

4. stergerea unui arbore.
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Recapitulare

» Operatiile de inserare si acces la un
nod, au la baza un criteriu care sa
defineasca locul in arbore al nodului
in cauza.

» Acest criteriu este dependent de
problema concreta, la care se aplica
arborii binari, pentru a fi rezolvata.
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Functia criteriu

Definim o functie pe care o vom denumi criteriu. Aceasta are
doi parametri care sunt pointeri spre tipul NOD.

Fie p1 primul parametru al functiei criteriu si p2 cel de-al
doilea parametru al ei. Atunci, functia criteriu returneaza:

-1 - daca p2 pointeaza spre o data de tip NOD care poate fi
un nod al subarborelui stang al nodului spre care pointeaza
p1;

1 - daca p2 pointeaza spre o data de tip NOD care poate fi
un nod al subarborelui drept al nodului spre care pointeaza
p1;

0 -daca p2 pointeaza spre o data de tip NOD care nu
poate fi nod al subarborilor nodului spre care pointeaza p1.
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Exemplu:

Consideram urmatorul sir de numere:
20, 30, 5, 20, 4, 30, 7, 40, 25, 28, ...

Sa se creeze un arbore in nodurile caruia vor fi trecute
numerele respective impreuna cu frecventa lor de aparitie.

Practic nodurile acestui arbore vor avea doua campuri utile:
- primul care va contine numarul;
- celalalt care va contine frecventa de aparitie a numarului.
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d.

Abordarea problemeil:

p1 - este pointer spre un nod al arborelui in care se face
inserarea (initial p1 pointeaza spre radacina arborelui).

. p2 - este un pointer spre nodul curent (nodul de inserat).

. daca p2->val < p1->val, atunci se va incerca inserarea

nodului curent in subarborele stang al nodului spre care
pointeaza p1.

. daca p2->val > p1->val, atunci se va incerca inserarea

nodului curent in subarborele drept al nodului spre care
pointeaza p1.

. daca p2->val = p1->val, atunci nodul curent nu se mai

insereaza in arbore deoarece exista deja un nod
corespunzator valorii citite curent.
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Nodul curent nu se mai insereaza in arbore in cazul
descris la punctul e (situatie care in general
corespunde cazului cand functia criteriu
returneaza valoarea zero). In acest caz, nodurile
spre care pointeaza p1 si p2 le vom considera
echivalente.
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In cazul exemplului precedent, functia criteriu
este:

int criteriu(NOD *p1, NOD *p2)

{
if(p2->nr < p1->nr) return(-1);
if(p2->nr > p1->nr) return(1);

return(0);
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Functia pentru tratarea echivalentei

* De obicel, la intalnirea unei perechi de noduri
echivalente, nodul din arbore (spre care pointeaza
p1) este supus unei prelucrari, iar nodul curent
(spre care pointeaza p2) este eliminat.

* Pentru a realiza o astfel de prelucrare este
necesar sa se apeleze o functie care are ca
parametri pointerii p1 si p2 si care returneaza un
pointer spre tipul NOD (de obicei se returneaza
valoarea lui p1).

« Vom numi aceasta functie: echivalenta. Ea este
dependenta de problema concreta, ca si functia
criteriu. -



Exemplu:
NOD *echivalenta(NOD *q, NOD *p)

{

q -> frecventa ++;
elibnod(p);

return(q);

}

Observatie:

Functia de mai sus realizeaza urmatoarele:

- elibereaza zona de memorie ocupata de nodul spre care pointeaza p;

- incrementeaza valoarea componentei: q -> frecventa;

- returneaza valoarea lui q. 18




Alte functii

- In afara de functiile enumerate anterior, vom
folosi niste functii specifice pentru operatii
asupra arborilor.

« Exemple tipice de functii: elibnod si incnhod

« Unele functii utilizeaza o variabila globala care
este un pointer spre radacina arboreluli.
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Exemplu de functie folosita la laborator:

void elibnod(NOD *p)
[* elibereaza zonele din memoria heap ocupate de

nodul spre care pointeaza p */

{

free(p -> cuvant);
free(p);

}
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Intrarea in arbore
(Recapitulare)

 Numim prad o variabila globala catre radacina
arborelui binar. Ea se defineste astfel:

NOD *prad;
* |In cazul in care intr-un program se prelucreaza
simultan mai mul{i arbori, se vor utiliza mai multe
variabile globale de tip prad; interfata dintre

functii realizandu-se cu ajutorul unui parametru
care este pointer spre tipul NOD si caruia i se

L] Al Al " A

arborelui prelucrat prin functia apelata.
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1. Inserarea unui nod frunza
intr-un arbore binar

Functia insnod ( declaratsa NOD *insnod() ) INSereaza un
nod nou p in arbore, conform urmatorilor pasi:

1. Se aloca zona de memorie pentru nodul care
urmeaza sa se insereze in arbore. Fie p pointerul care
are ca valoare adresa de inceput a zoneli respective.

2. Se apeleaza functia incnod, cu parametrul p,
pentru a incarca datele curente in zona spre care
pointeaza p. Daca incnod returneaza valoarea 1, se
trece la pasul 3. Altfel se revine din functie cu valoarea

ZEero. -



3. Se fac atribuirile:
p->st = p->dr=0
deoarece nodul de inserat este nod frunza.

4. q = prad

5. Se determina pozitia, in arbore, in care sa se
faca inserarea. In acest scop se cauta nodul care
poate fi nod tata pentru nodul curent:

i = criteriu(q,p)

6. Daca i<0, se trece la pasul 7; altfel se sare la
pasul 8. 23



/. Se incearca inserarea nodului spre care pointeaza p
(nodul curent) in subarborele stang al arborelui spre
care pointeaza q.

- Daca q -> st are valoarea zero, atunci nodul spre care
pointeaza q nu are subarbore stang si nodul curent
devine fiu stang al celui spre care pointeaza q (q->st =
p). Se revine din functie returnandu-se valoarea lui p.

- Altfel se face atribuirea g = gq->st (se trece la fiul stang
al nodului spre care pointeaza q) si se sare la pasul 5.

8. Daca i>0, se trece la pasul 9; altfel se sare la pasul
10.
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9. Se incearca inserarea nodului spre care pointeaza
p (nodul curent) in subarborele drept al arborelui
spre care pointeaza q.

- Daca q -> dr are valoarea zero, atunci nodul spre
care pointeaza g nu are subarbore drept si nodul
curent devine fiu drept al celui spre care pointeaza q
(g->dr=p). Se revine din functie returnandu-se
valoarea lui p.

- Altfel se face atribuirea g = g->dr (se trece la fiul
drept al nodului spre care pointeaza q) si se sare la
pasul 5.

10. Nodul curent nu poate fi inserat in arbore. Se
apeleaza functia numita echivalenta si se revine din
functie cu valoarea returnatd de functia echivalenta.”



2. Accesul la un nod al unui
arbore binar

* Accesul la un nod presupune existenta unui
criteriu care sa permita localizarea in arbore
a nodului respectiv.

 Se va utiliza functia criteriu.

* Functia care realizeaza cautarea va
identifica Tn arbore un nod echivalent cu cel
spre care pointeaza un pointer p (folosit ca
argument al functiei de cautare).
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Functia de cautare (numita cauta) va
returna:

- pointerul spre nodul determinat;

- 0 daca nu exista un nod echivalent cu p.

27



NOD *cauta(NOD *p)

{

extern NOD *prad,;

NOD *q;
Int I;
if (prad = = 0) return 0; /*arborele este vid*/
for (g = prad; q; )
{
if ( (i = criteriu(g, p)) ==0) return q;
else if (i <0) g = q -> st;
else gq=q->dr
!
return O;
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3. Parcurgerea unui arbore binar

* Prelucrarea informatiei pastrata in nodurile
unui arbore binar se realizeaza
parcurgand nodurile arborelui respectiv.

* Parcurgerea nodurilor unui arbore binar se
poate face in mai multe moduri, dintre
care se remarca:

— parcurgerea in preordine;
— parcurgerea in inordine;

— parcurgerea in postordine.
29



Parcurgerea in preordine

Parcurgerea in preordine inseamna
accesul la radacina si apoi
parcurgerea celor doi subarbori ali el,
intai subarborele stang, apoi cel
drept. Subarborii, fiind ei insisi arbori
binari, se parcurg in acelasi mod.
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Parcurgerea in inordine

Parcurgerea in inordine inseamna
parcurgerea mai intai a subarborelui
stang, apoi accesul la radacina si in
continuare parcurgerea subarborelui
drept. Cei doi subarbori se parcurg in
acelasi mod.
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Parcurgerea in postordine

Parcurgerea in postordine
Inseamna parcurgerea mai intai a
subarborelui stang, apoi a
subarborelui drept si in final accesul
la radacina arborelui. Cei doi
subarbori se parcurg in acelasi mod.

32



* Accesul la un nod permite prelucrarea
informatiei continute in nodul
respectiv.

» In acest scop se poate apela o functie
care este dependenta de problema
concreta care se rezolva cu ajutorul
parcurgerii arborelui (de exemplu
functia prelucrare).

void prelucrare( NOD *p) 53



Parcurgerea unui arbore binar in
preordine

void preord(NOD *p)
{

prelucrare(p);
preord(p -> st);
preord(p -> dr);

} 34



Parcurgerea unui arbore binar in
inordine

void inord(NOD *p)
{

inord(p -> st);
prelucrare(p);
inord(p -> dr);

} 35



Parcurgerea unui arbore binar in
postordine

void postord (NOD *p)
{

postord (p -> st);
postord (p -> dr);
prelucrare(p);

} 36



Exemplu:

Reluam problema cu sirul de numere:

20, 30, 5, 20, 4, 30, 7, 40, 25, 28, ...

37



Observatii:

_

* Programul de la laborator (cu noduri care
contin cuvinte impreuna cu frecventa lor
de aparitie intr-un text) se rezolva mai
usor prin intermediul arborilor (deoarece
operatia de cautare intr-o lista este
ineficienta).

 Procesul de cautare intr-un arbore
necesita mai putini pasi decat procesul de
cautare intr-o lista.
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4. Stergerea unui arbore binar

* pentru stergerea unui arbore binar este
necesara parcurgerea lui si stergerea
flecarui nod al arborelui respectiv.

 se apeleaza functia elibnod.

» arborele se parcurge in postordine

39



Stergerea unui arbore binar in
postordine

void sterge _arb(NOD *p)
{

sterge_arb (p -> st);
sterge_arb (p -> dr);
elibnod(p);

J

40



Observatii:

_

* Functia sterge_arb nu atribuie valoarea
zero variabilei globale prad.

» Aceasta atribuire se va face obligatoriu
imediat dupa ce se apeleaza functia
sterge arb

41



* Arbore binar degenerat — daca
si numal daca toti subarborii lul
sunt de acelasi fel (adica sunt
numai stangi, sau numai drepti).

42



5. Stergerea unui nod precizat
printr-o cheie

» Cheia dupa care se face cautarea este unica si se
gaseste in fiecare nod:
typedef struct nod
{
declaratii ;
tip chele;
struct nod *st;
struct nod *dr;
} NOD;
unde tipul cheii poate fi char, int, float sau double.

« Se pot sterge doar noduri care sunt frunza!

« Stergerea unui nod care nu este frunza implica operatii
suplimentare complicate pentru refacerea arborelui. 43



void cauta_sterge(NOD *p, intc) /*cheia este de tip int*/

if (p!=0)
{
f((p->st==p->dr)&& (p->st==0) && ( p -> cheie = = ¢))
{
elibnod (p);
return;
}

cauta_sterge(p -> st, ¢);

cauta_sterge(p -> dr, c);

}

Observatie: aceasta operatie de cautare si stergere se face in preordine.,,




Observatie:

 La o analiza atenta, functiei anterioare
1l lipseste ceva: dupa ce o un nod
frunza identificat a fost sters, tatal sau
ar trebui sa aiba pointerul recursiv zero
catre directia proaspat stearsa!

» Cum rezolvati aceasta problema®
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Precizare

» In anumite aplicatii sunt necesari arbori mai aplatizati,
de inaltime mica, dar cu numar mare de noduri.

- In aceste cazuri se pot inlocui arborii binari cu unii
care sa permita fiecarui nod un numar mai mare de
descendenti directi.

* Procedura este relativ simpla, iar in loc de cei doi
pointeri recursivi (catre subarborele stang si catre cel
drept), se utilizeaza un vector de pointeri recursivi (cu
o anumita lungime maxima) care permite tipului de
structura, utilizata pentru definirea nodurilor, un numar
arbitrar de mare de descendenti directi. 46



Arbori binari degenerati

« sunt arbori binari cu n varfuri dispuse pe n
niveluri.

47



Adancimea si inaltimea unui

arbore
1 Adancimea 1 Adancimea &
0 Fy 0
3 1 h=2 - 3 1
56 6 2 ¥ 48 56 6 2

* Vom nota inaltimea unui arbore binar
cuhsaucul 8



Adancimea si inaltimea

« Adancimea unui nod este numarul de muchii de la
nod la nodul radacina al arborelui. Un nod radacina
va avea adancimea 0.

» Inaltimea unui nod este numarul de margini pe cea
mai lunga cale de la nod la frunza. Cel mai jos nod
frunza va avea inaltimea O.

* Pentru un arbore binar, inaltimea si adancimea sa

(din punct de vedere global) masoara acelasi lucru.
49



Arbori binari speciali

P: Un arbore binar de inaltime i are
maximum 2*1-1 varfuri (sau noduri)

Observatie:

Orice nivel de adancime k are maximum 2% noduri 50






Demonstratie prin inductie:

« Se observa foarte usor ca propozitia anterioara
este valabila pentrui =0, 1, 2 ...

« Daca pentru inaltimea i avem 2*1-1 noduri
atunci pentru inaltimea i+1 avem 2*2-1 noduri

Ne bazam pe faptul ca orice nivel de
adancime k are maximum 2% noduri.

Se observa usor ca pentru inaltimea i+1 avem:
Nr_de noduri=2"*1-1+2* =2*1(1 +1) -1 =
2*1.2 -1 = 2*2.1 noduri

52



Arborele binar plin

Arborele binar plin este arborele care are numarul
maxim de varfuri (2*1-1) pentru o Tnaltime i data.

De exemplu, arborele binar plin cu inalfimea 2 se
prezinta astfel:

53



Observatii:

 Varfurile unui arbore binar plin se numeroteaza in
ordinea adancimii.

* Pentru aceeasi adancime, numerotarea se face in
arbore de la stanga la dreapta.

1

54






Arborele binar complet

Un arbore binar cu n varfuri si de inaltime i este
complet daca se obtine din arborele binar plin
de inaltime i, prin eliminarea varfurilor
numerotate cu n+1, n+2, ... pana la 2*1-1.

1

2 %3



Observatie :

* Un arbore binar complet se poate
reprezenta secvential folosind un
tablou T, punand varfurile de adancime
k, de la stanga la dreapta, in pozitiile:
T[2X], T[2Kk+1], ..., T[2Kk*1-1], cu exceptia
nivelului final care poate fi incomplet.
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2

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
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T14] T3]

* Atentie: acesta este un tablou generic care incepe cu T [1]
sinucu T [O].

» Se pot opera modificarile necesare atunci cand se scrie

A 59
codul in C.



Observatii:

T[1]

o Tatal unui varf
reprezentat in
T[i], 1>1, se afla

in T[i div 2] . Xial

* Fiii unui varf
reprezentat in
T[i], se afla (daca
exista) in T[2:i] si
T[2i + 1] . 60




2

16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
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Definim:
X |=max{n|n<x,neZ}

|_X_|:min{n\n2 X,nel’l



Proprietati:

1. x—=l<|x]<x<|x]<x+1
2. |S}[3ln wnez

o (AT = LAk e
R

VXeR;




Inaltimea unui arbore binar
complet

* Vom arata ca inaltimea unui arbore
complet cu n varfuri este:

1 =|log, n

64



Demonstratie

—

* Fie:
— n —numarul de varfuri;
— I —T1naltimea arborelui.
« Stim ca:
— N = 2"*"-1 (cand arborele binar este plin)
— N, =2 (cand pe ultimul nivel avem un singur nod)

e Rezulta ca:

I=log, Ny, = 1= \_logz nminJ 1)



Deoarece functia logaritmica este crescatoare
avem:

log, N |= \_1()g2(2i+1 — 1)J< \_log2 2”1J: | +1
Asadar:

log,n_|<i+l (2
Din (1) si (2) rezulta ca:

i — \_logz nminJ < \_lng nmaXJ < I T 1

=> | = \_1()g2 nJ

66



Arborele HEAP

Un heap este un arbore “binar”
complet care are proprietarea ca
valoarea fiecarui varf este mai
mare sau egala cu valoarea
fiecarui fiu al sau.

Observatie: orice heap poate fi
reprezentat printr-un vector (tablou

unidimensional)

67
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Exemplu:

Acest heap poate fi reprezentat prin urmatorul tablou:

10 7 9 4 7 5 2 2 1 6

T[] T[2] TB] T4 T[5] T[6] T[7] T8 T[9] T[10]
69




Observatii:

_

» Intr-un heap se pot opera modificari la
nivel de nod (schimbarea valorii nodulul
curent).

» Astfel valoarea unui nod poate creste
sau poate fi micsorata anuland ordinea
initiala de heap.

» Ordinea de heap poate fi restabilita
simplu prin intermediul a doua operatiuni
numite de cernere si de filtrare.

70



Filtrarea in heap

Daca valoarea unui varf creste astfel incat
depaseste valoarea tatalui, este suficient
sa se schimbe intre ele aceste doua valori
sl sa se continue procesul in mod
ascendent, pana cand proprietatea de
heap va fi restabillita.

Se spune ca valoarea modificata a fost
filtrata (percolated) catre noua sa pozitie.

71



Cernerea in heap

Daca valoarea unui varf scade astfel incat
devine mai mica decat valoarea fiului mai
mare, este suficient sa schimbam intre ele
aceste doua valori, procesul continuand in
mod descendent, pana cand proprietatea de
heap va fi restabillita.

Se spune ca valoarea modificata a fost
cernuta (sift down) catre noua sa pozitie.
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Nota:

» In continuare, marea majoritate a
functiilor vor fi scrise in varianta
pseudocod
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Pseudocodul functiei de cernere

void cerne (T[1...n], i)

{intk, x, J;

K<«i;

do {
j<k;

if (2j < n) A (T[2j] > T[K])) then k « 2j;

if (2j+1 < n) A (T[2j+1] > TIK])) then k « 2j+1;
X < T[I;

T[] « TIK];

T[k] « x

} while (j = k)
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Pseudocodul functiei de filtrare

void filtreaza (T[1...n], i)
{intk, j, x;
K<«i;
do {
j<k;
if (j>1)A(T[]jdiv2] <T[Kk])) then k < j div 2;
x < T[]];
T[]« TIK];
T[k] < x
} while (j = k)
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